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Запропоновано математичну модель організму пацієнта як об’єкта керування в гемодіалізній системі. 
Доведено необхідність зміни структури системи керування процесом екстракорпорального  заміщення 
функції нирки.  
Вступ 
Сучасні методи дослідження динаміки функціо-
нування складних систем в багатьох випадках, з 
економічного погляду, потребують математично-
го моделювання процесів і явищ, які відбувають-
ся з ними. Розробка адекватної математичної мо-
делі на початковому етапі дослідження потребує 
значних інтелектуальних та матеріальних витрат, 
пов’язаних з абстрагуванням складних фізичних 
явищ, які, як правило, знаходяться на стику  
різноманітних наук.  
Однак у разі досягнення мети, тобто побудови 
математичної моделі, яка достатньою мірою на-
ближує вирішення задачі, з’являється змога бага-
тогранного аналізу процесу для прийняття опти-
мального рішення.  
Аналіз досліджень і публікацій 
Апарат штучної нирки (АШН) є  технічною 
складовою гемодіалізної системи (ГДС), яка, ви-
ходячи із сучасних уявлень, може розглядатися 
як автоматизована система керування технологі-
чним процесом екстракорпорального заміщення 
функції нирки (ЕЗФН) хворої людини [1]. 
Інтегральна ефективність ЕЗФН визначається мірою 
досягнення цільового значення гемодіалізного інде-
ксу дози (ГІД), величина якого залежить від параме-
трів вектора керування АШН, який встановлює і 
може змінювати лікар-оператор (ЛО) у процесі 







H  ,                              (1) 
де ².ÄH  – гемодіалізний індекс дози; К – ефек-
тивний кліренс процесу ЕЗФН; t – час виконання 
гемодіалізу; V – загальний об’єм рідини в органі-
змі людини; С0 ,СІ – концентрація маркера ток-
сичної речовини в організмі пацієнта  у кінці та 
на початку гемодіалізу відповідно. 
Математична модель об’єкта керування (ОК) у 
формулі (1) базується на однокомпартментному 
уявленні загального об’єму рідини, який визна-
чається на основі антропометричних даних паці-
єнта і може вносити похибку у значення ГІД до 
20–25% [2].  
Крім того, антропометричний підхід не дає мож-
ливості прогнозувати стан ОК під час проведен-
ня гемодіалізу. 
Про неспроможність використання ГІД у клініч-
них умовах для оцінювання ефективності керу-
вання у ГДС говорить великий відсоток смерт-
ності серед пацієнтів, які знаходяться на прог-
рамному гемодіалізі, та суперечливість в оціню-
ванні цільового значення ГІД, яке варіює в  
межах 1,2–1,8.  
Кліренс діалізатора у формулі (1) формує вектор 
керування і є функцією таких змінних: 
K(t) = f(Qb,Qd,Vf ,PA,РВ, ID,Т ),    
де Qb – швидкість потоку біологічної рідини;  
Qd – швидкість потоку діалізувального розчину; 
Vf  –.обсяг ультрафільтрації; PA –  тиск в артеріа-
льній магістралі; РВ –  тиск у венозній магістралі; 
ID  – електролітний склад діалізувального розчи-
ну; T – температура діалізувального розчину. 
Сучасні асоціативні методи формування вектора 
керування у свою чергу також можуть додавати 
похибку у визначенні ГІД до 20%. 
Наведені дані доводять, що причиною порушен-
ня гомеостазу організму пацієнта під час гемоді-
алізу (рис. 1), навіть за використання найсучас-
ніших АШН, є недосконалість ГДС.  
 
 
Рис. 1. Характер ускладнень під час проведення  
гемодіалізу 
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Зі структурної схеми такої ГДС (рис. 2) видно, 
що відсутність інформаційних зв’язків між обчи-
слювачем АШН, лабораторно-діагностичним 
комплексом (ЛДК), технічними засобами моні-
торингу та впливу (ТЗМВ) на фізіологічний стан 
пацієнта ОК створює систему, в якій ланкою 
усунення неузгодженості між вектором стану та 
вектором керування виступає лікар-оператор. 
 
Рис. 2. Структурна схема сучасної гемодіалізної 
системи: 
                  речовинні;         інформаційні     зв’язки; 
         відсутні інформаційні зв’язки; ЕК  екстракор-
поральний контур; Л  лікар; БД база даних 
 
Однак динамічні характеристики процесу керу-
вання не дозволяють ЛО вираховувати опти-
мальну траєкторію ЕЗФН у реальному часі за 
відсутністю програмно-апаратних засобів у сис-
темі для реалізації алгоритмів оптимального ке-
рування [3]. Крім того, цільова функція процесу 
керування у ГДС, яка визначається нерівністю 
2,1²Ä H , не відповідає на питання, яким чином 
оптимізувати процес керування для конкретного 
пацієнта. 
Постановка завдання 
Розробка математичної моделі організму людини 
як ОК у ГДС, яка б відображала процеси пере-
міщення речовин в організмі людини під час 
проведення ЕЗФН і давала можливість кількісного 
прогнозу стану об’єкта керування в реальному часі.  
Цільова функція процесу  
екстракорпорального заміщення  
функції нирки 
При проведенні ЕЗФН необхідно вирішити такі 
завдання: 
– видалити продукти метаболізму клітин; 
– скорегувати електролітний склад рідинного 
середовища організму; 
– видалити надлишкову рідину з організму 
пацієнта; 
– збалансувати склад амінокислот. 
 
Вирішення цих завдань необхідно виконувати в 
умовах обмеження часу, що дуже жорстко зумо-
влює проблему збереження динамічної рівноваги 
внутрішнього середовища організму пацієнта.  
Беручи це до уваги, цільову функцію ЕЗФН 





















































             (2) 
де kt  – тривалість процесу керування; iM – маса 
і-ї токсичної речовини, яка видалена; opt),( ii CtC  – 
поточне та оптимальне значення концентрації і-ї 
мінеральної речовини; optVtV ),(  – поточне та оп-
тимальне значення об’єму рідини в організмі; 
opt)( ,  pHtpH  – поточне та оптимальне значення 
кислотно-лужної рівноваги рідинного об’єму; yB  – 
концентрація у-ї амінокислоти;   – допустиме  
відхилення. 
При цьому максимальне значення max може до-
сягатись, якщо швидкість зміни варійованих ве-
личин )(iW не перевищує границь фізіологічно 






















               
 
Наведена структурна схема ГДС (рис. 2) та  
формалізоване подання цільової функції процесу 
керування в ній дає змогу зробити такі висновки: 
– присутність людини як оператора в ланцюгу 
зворотного зв’язку, яка виступає оптимізуючою 
ланкою, не дозволяє в реальному часі розрахову-
вати оптимальну траєкторію вектора керування; 
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– існуючі математичні моделі ОК не 
відображають параметри вектора стану ОК 
(формула (2)) як для визначення з необхідною 
точністю його початкових значень, так і для його 
прогнозування в процесі керування; 
– сучасне подання функції, яка визначається 
нерівністю 2,1²Ä H , не дає можливості  
кількісного оцінювання взаємозалежності всіх 
параметрів у ГДС для керування системою в оп-
тимальному режимі. 
Отже, подальше підвищення ефективності керу-
вання у ГДС не можливе як без зміни структури 
самої ГДС, так і без розробки адекватної 
математичної моделі.  
На рис. 3 затемненими прамокутниками показано 
нововведені структурні компоненти, пунктиром 
зображено зв’язки на період адаптації 
математичної моделі ОК. 
Рис. 3. Структурна схема гемодіалізної  
біотехнічної системи : 
ПК – прилад керування; ВП – вимірювальний  
прилад; БКК – блок корекції керування; МФМЗ – 
модуль формування модельних значень  
Трикомпартментна математична модель 
об’єкта керування 
Один з методів опису біологічних систем базу-
ється на виділенні деяких відносно незалежних 
просторів (компартментів), в яких кількість ре-
човини рівномірно розподілена, а тому концент-








і =1, 2, 3, 
де X – концентрація речовини, яка аналізується; 
i  – просторові координати.  
На рідинному рівні будемо розглядати організм 
людини як три взаємозалежні компартменти: 
внутрішньосудинний, міжклітинний, внутріш-
ньоклітинний із рідинними об’ємами V1, V2, V3  
відповідно (рис. 4).  
За рахунок катаболізму органічних речовин у 
клітинах відбувається генерація токсичних речо-
вин зі швидкістю q3 та накопичення надлишкової 
води зі швидкістю Q3.  
Унаслідок динамічних процесів переміщення 
речовин в організмі продукти метаболізму 
розподіляються у відповідних компартментах з 
концентрацією 321 , x, xx . Швидкість переміщен-
ня речовин, розчинних у рідині, між компарт- 
ментами визначається градієнтом концентрацій 
між відповідними компартментами, а також ха-
рактеристиками 32, kk  мембран компартментів. 
При проведенні ЕЗФН видалення токсичних речо-
вин здійснюється через мембрану діалізатора із па-
раметрами 1k  у напрямку V3   V2   V1 за рахунок 
градієнта концентрацій (х3 – х2), (х2 – х1), (х1 – v1). 
Тоді на підставі рівняння Берталанфі процес 
переміщення речовин між компартментами мож-






















3,2,1i                                                        (3) 
де Vi – об’єм і-го компартмента; ijk  – постійні 
невід’ємні коефіцієнти; )( ij xx   – різниця кон-
центрації речовин між компартментами; v – кон-
центрації компонент у довкіллі.  
 
Рис. 4.  Розподіл рідини між компартментами ОК: 
V – загальний об’єм рідини в організмі; V1, V2, V3 – 
внутішньосудинний, міжклітинний, внутрішньоклітин-
ний об’єми рідини 
Використовуючи позначення, прийняті у ком-
партментах (рис. 5), та виразу (3), рівняння стану 
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Рис. 5. Кінетика переміщення речовин під час ЕЗФН 
Висновок 
Головна перевага запропонованого підходу по-
лягає в можливості побудови ГДС із замкнутим 
контуром керування за рахунок зміни функції 
ЛО. У цьому разі лікар виступає не ланкою оп-
тимізації процесу ЕЗФН у реальному часі, а ли-
ше експертом. Функції експерта за цих умов такі: 
– попередній розрахунок даних для математичної 
моделі ОК; 
– уведення даних розрахунку в прилад керування; 
– контроль ефективності ЕЗФН на етапі адаптації 
моделі до конкретного індивіда; 
– корекція початкових даних у разі невідповід-
ності ефективності процесу; 
– індивідуалізація математичної моделі ОК; 
– втручання в роботу ГДС у разі виникнення не-
штатної ситуації. 
Включення математичної моделі та вимірюваль-
ного приладу дозволяє за рахунок поточної зміни 
параметрів моделі корегувати закон керування в 
системі. Характерними рисами за умови роботи 
такої системи є: 
– індивідуалізація математичної моделі, що поз-
начена пунктирною лінією на рис. 3; 
– керуючі сигнали після початку керування над-
ходять паралельно як до ОК, так і до його мате-
матичної моделі; 
– відбувається неперервна корекція керуючих 
сигналів за рахунок наявності зворотного зв’язку 
через прилад вимірювання; 
– керування відбувається до усунення розбіж-
ності між поточним значенням векторів станів 
математичної моделі та ОК. 
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Стаття надійшла  до редакції 24.01.06. 
Предложена математическая модель организма пациента как объекта управления в гемодиализной системе. 
Доказана необходимость изменения структуры системы управления процессом экстракорпорального замеще-
ния функции почки.  
The mathematical model of patient’s organism as control object in hemodialysis system is proposed. The necessity of 
structural changes in control system of extracorporeal replacement kidney function is proved.   
 
 
